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Sammanfattning

Schack har fascinerat manniskan i arhundraden. Dess rétter kan spéras till Indien sa langt
tillbaka som till ca 600 e kr. Det som fangat manniskan &r dess rika mangfald da taktik och
planering av varje drag & centralt i spelet. Fa spel har sa enkla regler men samtidigt sa
komplexa spelmonster som schack.

Pa grund av springarens speciella rorelse pa schackbradet anses den vara bland de mest
intressanta pjaserna att studera. Springarproblemet & gammalt och behandlades redan av
Leonard Euler (1707-83). Fragan & om springaren kan ta sig runt bradet och darvid besoka
varje ruta en och endast en gang och om det finns en s&dan tur & foljdfragan hur manga olika
sadana turer det finns. | den har uppsatsen studeras springarproblemet som & en av manga
fragestdllningar i schacksammanhang, med hjdlp av grafteori. Springarens fard pa bradet
illustreras med grafer.
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Inledning

1.1 Schackets historia

1.2

Med storsta sikerhet uppfanns schacket i Indien. Schack namns forsta gangen i sanskritkallor
fran ca 600 e.Kr. Man har dessutom funnit primitiva schackpjaser fran ca 150 e.Kr. Det &ar
mojligt att schack & &dre an s3, men det finns inga kdlor som kan verifiera det.
Schack kallades ursprungligen chaturanga som betyder 'fyra lemmar' som syftar pa
uppdelningen av de indiska vapendagen i historisk tid. Chaturanga simulerade de olika
vapenslagen kavalleri, elefanter, infanteri och stridsvagn [4].

Chaturanga spreds pa 600-talet till Persien. Perserna introducerade schackmatt samt begreppet
schack. Tidigare kunde man sl kungen. Engelskans rook for torn kommer av det gamla
persiska ordet rukh. Det persiska ordet for kung, shah, har gett upphov till spelets namn pa de
flesta sprék idag. Teorin om spelet vaxte snabbt. Teoretiker skrev verk om Gppningsteori,
systematisk taktik samt om strategiska teman i mittspel och slutspel. Ar 833 falde Al-

Mamum, kalifen i Bagdad, detta yttrande: -"Det & markligt att jag som hérskar 6ver vérlden
frén Indusi oster till Andalusien i vaster inte kan hantera32 schackpjaser pa detta lilla brade”.

Det isdamiska imperiets expansion medforde att spelet spreds till Mellantstern, Nordafrika
och Sydeuropa. Det & framférallt via Spanien som schack tog sig till Europa. De férsta
kallorna som nadmner schack i Europa & fran strax efter & 1000. Araberna var dock mest
framstaende fram till 1200-talet da starka europeiska spelare borjade framtrada. Efter 1200-
talet borjade européerna forandra reglerna for att gora spelet mer spdnnande och intressant.
Den dldsta bevarade schackboken & fran 1497. Den & skriven av Luis Ramirez de Lucena
som bl.a. gav radet att man skulle se till att motstandaren & berusad innan man borja spela.

Vid dutet 1500-talet var schackreglerna slutligen i stort sett fastlagda. Internationaliserade
regler jdmnade vagen for de riktigt stora schackspelarna. Den férste av dessa var spanjoren
Ruy Lopez som uppfann spanskt forsvar och som férmodligen var sin tids baste spelare. Han
besegrade Italiens och Spaniens basta spelare och skrev den inflytelserika boken Libro de la
Invencion Liberal y Arte del Juego del Ajxedrez. Andra stora spelare fran denna tid var Paolo
Boi, Alessandro Salvio och Gioachino Greco, dlafran Italien.

Centrum for det europeiska intellektuella livet flyttade norrut under sena rendssansen och
schacklivet foljde efter. 1700-talets dverlagset baste spelare var fransmannen André Danican
Philidor. Han var ocksd en erkand musikkompositor. Philidors forsvar & uppkallat efter
honom. Philidor spelade bl.a. i England och Frankrike och besegrade allt motstand. Han
fornyade den analytiska tekniken och inférde nya modernistiska positionella begrepp, sasom
bondekedjans betydel se.

Matematiker intresserar sig for schack

Anda sedan schackspelet uppfanns i Indien for cirka 1500 & sedan har spelet roat och
fascinerat manniskor vérlden Gver. Egenskaper som pjasernas rorelser pa bradet, taktik och
planering av varje drag, bradets enkelhet och spelets odndliga utmaningar har gjort manga
manniskor nyfikna pa schackspelet. Sarskilt har matematiker varit intresserade av att studera
schack eftersom spelet delar matematikens logik och abstraktion vad géller problemlésning.

Anstrangningar att skapa en matematisk teori for schackspelet har hittills inte medfort nagra
konkreta resultat trots att kanda matematiker som Euler, Gauss, Vanermonde, Legendre har
studerat omradet [1]. En del matematiska teorier sasom grafteori, aritmetik,



kombinationsanalys och geometri har anvands som hjdpmetod for att analysera spelet. Och |
vissa fal har schackspelet aen kunnat anvéandas 1 matematiska sammanhang.
Springarproblem, som behandlas i denna uppsats, ar ett exempel pa hur matematiska teori
anvands inom schack och vice versa.

Trots flera hundra ars analys och studium av schack och dess oéndliga kombinationer & spelet
an idag mycket intressant pa grund av dess fantastiskt stora kombinationsmajligheter.

De flesta matematiska studier och forskningar om schack har gjorts i syfte att sbka
sifferhemligheterna hos schackbrédet och schackpjésernas rorelser. Det gors aen andra
matematiska studier inom detta omrade. Tva fragor som brukar stéllasi detta ssmmanhang &r:

Hur manga pjaser av en given typ kan placeras pa ett schackbrade utan att de
attackerar varandra?

Vad ar minsta antalet pjaser som krévs for att técka eller attackera alla rutor pa ett
brade?

1.3 Nagra kanda problem

1.3.1 Atta damer

Ett av de mest kdnda problemen, & ’Atta damer”, som framlades av M. Bezze i Berlin
Schachzeitung i 1848. Fragan & hur dta damer kan stéllas upp pa ett 8 x 8 rutor stort
schackbréde sa att ingen dam kan sla den andra? Och om det gér, hur manga kombinationer
finns det? Frank Nauck publicerade 1850 i Illustrierte Zeitung 12 kombinationslGsningar pa
problemet. Den tyske matematikern Gauss raknade ut 92 olika kombinationer for detta
problem. Egentligen finns det bara 12 kombinationer, men de dvriga fas genom att vanda pa
schackbradet och genom symmetriska uppstalIningar. Motsvarande problem med &tta torn har
inte mindre & 40 320 olika varianter. Med |6paren blir kombinationsméjligheter annu fler
[11].

Bilden 1.1 visar ett av Sitten att stalla upp atta damer sa att de inte kan sla varandra.
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Bild 1.1

Det gar givetvis att utveckla problemet "atta damer” till det mer generella problemet "n
damer” paett n x n brade. For n < 4 & det ganska enkelt att kontrollera att det inte finns
|6sning pa problemet med undantaget for det triviala fallet med en dam paett 1 x 1 brade.
Antalet ”fundamentald’ kombinationslGsningar F(n) och alla lésningar inklusive rotation av
schackbradet och symmetriska uppstallningar S(n), for n=1,...,12 framgar av tabell 1.1 [17].



n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fm) 1 - - 1 2 1 6 12 46 92 341 1784
Sm) 1 - - 2 10 4 40 92 352 724 2680 14200
Tabel 1.1

Néagon generell metod for att rékna ut alla kombinationer for "n damer” paett n x n bréde har
jag inte sett ndgonstans. Djupare undersokning av detta problem ligger utanfor denna uppsats.
Ett annat intressant problem med damen & finna minsta antalet damer som behdvs for att
técka, eller attacker, ala rutor Det behdvs minst fem damer for att técka eller attackera alla
rutor pa ett 8 x 8 brade. Det finns inte mindre an 638 olika ”fundamentala’
kombinationsl6sningar pa detta problem. Bilden 1.2 visar en av dessa l6sningar.

Bild 1.2

Det &r intressant att notera att fem damer dven kan técka bréden med 9 x 9, 10 x 10 och 11 X
11 rutor [17].

1.3.2 Icke-attackerande torn

Ett annat intressant exempel ar att bestamma antal et icke-attackerande torn pa braden med 8 x
8 rutor. Svaret &r 8 torn, diagonalt placerade pa 8 x 8 bradet. Maximalt antal icke-attackerande
torn som kan placeras pa ett brade med n x n rutor & n och totalt antal placeringssétt av n
icke-attackerande torn pan x n brédet &r n! [18]. Bilden 1.3 visar 8 icke-attackerande torn pa 8
X 8 bradet.
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1.3.3 Minimalt och maximalt antal kungar

Den icke-attackerande pjasen kan givetvis vara kung, springare eller |6pare. Som ett sista
exempel i detta avsnitt har jag valt icke-attackerande kungar men aerkommer till detta
problem i avsnitt 4.4 for pjasen springare. Det kanske inte & sa svart att svara pa den fragan
efter lite laborering med pjéaserna pa bradet, &ven om det kréver tAlamod och systematiskt
tankearbete. Bilden 1.4 visar 16 icke- attackerande kungar pa schackbradet [18].
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Bild.1.4

Finns det da nagon generell metod for att rakna ut det maximala antalet icke-attackerande
kungar k (n) paett n x n rutor stort brade? Generellt géller:

k(n)=n®/4 n jamn

k(n)=(n+1)*/4 n udda

Minsta antalet kungar (bild 1.5) for att tacka eller attackera alla rutorna pa ett brade med 8 x 8
rutor & 9[19].

a b o d e T g h
Bild 1.5

Det & inte bara kul att syssa med den hér sortens problemlsningar, utan ibland kan det
komma till praktisk nytta ocksd. | den ryska (sovjetiska) filmen "Havets skrack” skildras
utnyttjandet av schackkunskaper. Filmen handlar om sovjetmarinens arbete med att rensa upp
tyska minfalt som en viktig gofartded efter andra varldskriget. Efter omfattande sokning
lyckades man oskadliggora 32 av 36 minor. All uppméarksamhet var givetvis riktad pa att hitta
de fyra aterstéende minorna som utgjorde en stor fara for gofarten. Kapten Ratonov, en av
dem som intensivt férsokte 16sa problemet, fick veta att den som placerat ut minorna var en
tysk ingenjor med mycket stort intresse for schack. Ratonov, §alv schackentusiast, kom pa



nagra springarproblem och fick idén att minorna kunde vara utplacerade som pa schackbréadet
enligt ett schema. Detta antagande visade sig vara riktigt och ledde till att alla aerstéende
minorna hittades och oskadliggjordes [11].

| denna 10-podngsuppsats demonstreras samspelet mellan schack och matematik. For att gora
det har jag valt att utga frén ett konkret problem, namligen Springarproblemet. | avsnitt 2 ges
en introduktion till springarproblemet. Dérefter introduceras grafteori i avsnitt 3 for att vidare
i avsnitt 4 studera matematiska tillampningar pa springarproblemet.
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2.1

2.2

Introduktion till Springarcykel/tur

Pjasen springare & pa grund av sin speciella L- rorelse pa schackbradet intressant att studera.
Bilden 2.1 visar springarens forflyttning pa bréadet.
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Bild2.1

Vad ar springarcykel/tur?

Springarproblemet gar ut pa att hitta en tur pa n x m brade dar springaren besoker varje ruta
endast en gang. Det finns tva varianter av springarproblemet. Den forsta varianten &r att finna
en tur dar springaren besoker alla rutorna endast en gang. Denna tur kallas springartur. Den
andra varianten av springarproblemet &r att finna en cykel som tacker alla rutor pa bradet och
aven har besotks alla rutor endast en gang. Med cykel menas att pjasen kommer tillbaka till
utgangspunkten, eller att startrutan & ndbar fran sista rutan i farden. Den hér varianten kallas
for springarcykel och &r intressant for den & exempel pa en Hamiltoncykel i en graf (se
avsnitt 3.4). Problemet att finna sddana tillhér NP-kompletta problem dvs det gér inte att hitta
en agoritm som garanterat kan finna en 16sning inom en tid som kan uttryckas med hjélp av
polynom(NP = non deterministic Polynomial Time) [22].

Bakgrund

Ar 1759 lamnades den forsta uppsatsen om springarproblemet till vetenskapliga akademin i
Berlin av matematikern Euler. Han hade analyserat problemet och kunde i sina studier bland
annat konstatera att det inte finns nagon cykel pa ett brade med udda antal rutor samt att pa ett
5 x 5 brade borjar eller dutar alaturer i hérnrutan. Euler koncentrerade sig pa schackbradet
med pa 8 x 8 rutor for att konstruera turer. Bild 2.2 visar en springartur konstruerad av Euler.

1 48 31 50 33 16 63 18
30 51 46 3 62 19 14 35
47 2 49 32 15 34 17 64
52 29 4 45 20 61 36 13
5 4 25 56 9 40 21 60
28 53 8 41 24 57 12 37
43 6 55 26 39 10 59 22
54 27 42 7 58 23 38 11
Bild 2.2



Manga matematiker har analyserat springarproblematiken ur olika perspektiv for att finna en
generell metod som &r applicerbar fér ala n x m braden. Hittills har dessa studier inte lett till
nagon generell 16sning pa problemet. Det & |4t att tanka sig sokprocedurer for att ga igenom
alla fardvagar och hitta ala turer eller cykler som kan finnas men eftersom berdkningstiden
antas vaxa exponentiellt med bradets storlek blir det i praktiken omgjligt att undersoka stora
bréden.

Ett sétt att ta reda pa om det finns sddana turer eller cykler & att helt enkelt préva alla méjliga
vagar som springaren kan vaja mellan. De flesta dutar i en dtervandsgrand, dvs springaren
kommer till en ruta varifran den inte kan ta sig vidare utan att hamna pa en ruta som redan
besokts. Denna metod kallas "Backtracking” . Metoden gar ut pa att man backar ett steg och
provar en annan vag och har man redan provat allaval dafar man backa ett steg till osv.

Problemet att hitta springarturer/cykler & hanterbart pa ett mindre bréde. Pa ett 6 x 6 rutors
brade ar backtracking en anvandbar metod for att rakna antalet turer och cykler. Pa ett sadant
brade finns 9 862 olika springarcykler, ett resultat som fas efter att ha provat 4 056 367 434
drag [4].

Paett 8 x 8 rutors schackbréde visar sig problemet vara en tidskravande process som &r riktig
utmanande &ven for dagens datorer. Bild 2.3 visar olika fardvagar for springaren pa 8 x 8
bradet.

Bild 2.3 Springarcykel

En annan praktisk metod for att konstruera springarturer/cykler upptécktes redan pa borjan av
1800-talet av H.C Warnsdorff [26]. Warnsdorffs metod gér ut pa att undvika att skapa
atervandsgrander — dvs rutor fran vilka springaren inte kan ta sig vidare utan att hamna pa en
redan besokt ruta. infor varje drag undersoks darfor vilka nya rutor som springaren har att
vélja mellan. Sedan noteras hur manga nya vamajligheter och fria utgangar nya rutorna har
och darefter véljer springaren att gatill den ruta som har minst fria utgangar kvar.

Warnsdorffs metod ger I6sningar, men inte samtliga. Det gér att gora vagval i strid med
metoden och &nda uppnd en komplett fardvag for springaren. Det finns ett drag av
godtycklighet i detta da vagvalen ofta ar likvardiga enligt metoden och pa riktigt stora braden
uppstar problem. Warnsdorrf sjdv hade knappast méjlighet att understka detta. Dagens
datorexperiment visar att metoden inte fungerar fér schackbréde storre an 76 x 76 rutor men
den fungerar ganska bra for mindre braden. Bild 2.4 visar springarfarder pA 5 x 5och 6 x 6
rutor stora braden. | avsnitt 4 visas en tillampning av metoden.
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Springarfarder illustreras bast med grafer (se avsnitt 3). Rutorna pa bradet & horn i grafen och
springarens forflyttning fran till exempel ruta al till b3 utgor en kant i grafen. Darfor ar det
naturligt att se problemet med att finna springarfarder som ett grafteoretiskt problem.

Arnd Roth applicerade en agoritm som Axel Conrad upptackte 1994 [15] for att hitta
Hamiltonturer (definieras i 3.4) i grafer svarande mot springarens rorelse pa schackbradet.
Enligt denna algoritm finns Hamiltontur for n =5. Roth styckade brédet i mindre schackbréden
och hittade turer pa braden n= 5 till 8. Med n avses antal rutor pa bradet och antalet horn i
grafen. Bilderna 2.4 och 2.5 visar turer ritade av Roth.
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Bild 2.5 Springarturer pa 7 x 7 och 8 x 8 braden

3 Grafteori

| staden Konigsberg (numera Kaliningrad) i dstra Preussen sigs det att man pa sondagar roade
sig med att forstka promenera runt i staden sa att man korsade stadens sju broar men att man
endast korsade varje bro en gang. Eftersom varje forssk hade missyckats trodde manga att
detta var omajligt. Ar 1736 fick en av datidens storsta matematiker, Leonhard Euler héra om
problemet och i en artikel som publicerades samma & bevisade han att det verkligen inte
kunde 16sas. For att forsoka |6sa gétan delade Euler staden i fyra delar och sju broar vilket
illustreras i bilden nedan [16].

‘KK
Ei — C
-
o]
Bild 3.1
| sin artikel formulerade han foljande tre regler med vilka man altid ska kunna finna en

[Gsning [3].
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3.1

Om det finns fler an tva landmassor (horn) med ett udda antal broar (kanter) & sadan
promenad (Eulersk tur) omgjlig att genomfora.

Om det finns exakt tva landmassor (horn) med ett udda antal broar (kanter) sa kan man
utféra promenaden (Eulersk tur) om man startar pa en av landmassorna och slutar i den
andra.

Slutligen, om det inte finns ndgon landmassa (hdrn) med udda antal broar (kanter) kan
man utféra promenaden (sluten Eulersk tur) och starta fran valfritt stélle.

Néarmare studie av den forenklade bilden (grafen) av problemet som visas, till hoger i bilden
3.1 visar att ett udda antal broar leder till landsmassorna och déarfor & det enligt den férsta
regeln, omgjligt att promenera runt staden pa sadant sétt att man korsar varje bro precis en
gang.

Grafteori handlar om egenskaperna hos illustrerade figurer som &r uppbyggda av tva typer av
element: hérn och kanter. | kommande avsnitt ges en kort genomgang av de mest
grundldggande definitionerna och begreppen i grafteori. Vidare studeras bipartita grafer och
Eulerskaoch Hamiltonska grafer presenteras mera ingaende.

Grundlaggande begrepp inom grafteori

En graf kan avbildas som en figur med punkter och linjer i vilken punkterna representerar
grafens horn och linjerna representerar kanterna.

En graf bestdr av tva disunkta méngder (V,E). Elementen i V kallas for horn. E & en
delmangd av tva mangder ur V. Elementen i E kallas for kanter. Med disjunkta menas att det
inte skall férekomma nagra gemensamma element, element som i sdana fall skulle bade vara
hérnoch kanter samtidigt.

En kant forbinder exakt tva horn och darfor beskrivs den létast av sina andpunkter.
Ordningen pa hornensom beskriver en kant har ingen betydelse eftersom kanten som gar fran
hornu till hornv & samma kant som gar fran v till u och beskrivs darfor |&ttast med en mangd
som har precis tva element (tagna fran hérnmangden). Observera att riktade grafer g tas upp i
denna uppsats.

En kant sags tillhdra var och en av sina andpunkter, och tva kanter som tillhor samma
andpunkter ségs vara naraliggande [7].

Definition 1. En graf G bestar av tva andliga méangder: en mangd V(G) av horn och en
mangd E(G) av kanter (bagar), dar varje kant ar associerad med en mangd bestaende av
antingen en eller tva horn(Observera att det &r alltid ett par av horn sdsom (a,a)loop eller
(a,b) vanlig kant) vilka kallas kantens andpunkter. Grafen betecknas som G=(V,E).

En enkel graf innehdler inga multipla kanter eller loopar. En multigraf & en graf med flera
kanter mellan samma hérn.

Definition 2: Lat G vara en graf dar v och w & hérni G. En tur (promenad) fran v till w ar
en andlig alternerande foljd av pa varandra foljande horn och kanter i G. Silunda har en tur
formenvoeVvie... V.16, Vi, dar v-na representerar horn, e-na representerar kanter, vp = Vv, vy,
=w, ochfor allai =1, 2, ... ,n, vi-1 och v; & andpunkternatill . Den triviala turen fran v till
v bestar av det enda hérn v.
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3.2

Definition 3: Lat G vara en graf och v ett hérn i G. Graden (valensen) av v, betecknad deg(v),
ar lika med antalet kanter som tillhor v, med en kant som &r en loop raknad tva ganger. Den
totala graden av G & summan av graderna hos alla hérni G.

Sats 1: Om G=(V,E) &r en graf (ickeriktad), da galler att ? ,,ydeg(v)=2! E! .
Dérav foljer omedelbart att:

FOljdsats 2: Den totala graden hos en icke riktad graf ar jamn.

Definition 4 En delméngd S av horn i en graf dar adla par av horn i S & nérliggande
(adjacent), kalls for Clique.

Definition 5: En delmangd S av horn i en graf dar ingatva hdrn i S & nérliggande (adjacent),
kalls for Coclique.

Exempel:

Betrakta grafen pa bild 3.2. Den har hornmangden V={a, b, ¢, d, € och kantmangden
E={{ab}, {ad}, {be}, {bd}, {ce}, {cd}}.

Bild 3.2
En cykel i grafen &r till exempel a, {ab}, b, {b,e}, e {ec}, c, {c,d}, d, {d,a}, adler kortare
abecda. Hornen g, ¢ och e har grad tva, hérnen b och d har déremot grad tre.
Hoérnen a, b och d formar en Clique.

Bipartit graf

For en bipartit graf kan man delain ala horn i tva olika grupper pa ett sddant sétt att det inte
finns nagra kanter mellan de horn som & i samma grupp, utan det finns bara kanter som
forbinder de bada grupperna. Se bild 3.3.

PG

d

©

Bild 3.3
Definition 5: Grafen G=(V,E) &r bipartit om V=V;U V>, med Vin V>, =@ och varje kant av G
ar fran formen {a,b} med a? V1 och b? V.. Med andra ord, en graf bestdende av tva disunkta
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delmangder V; och V-, dar varje hérn vy ? V4 bara har grannar i \, och dér varje horn v, ?
V, bara har grannar i Vi, kallas for en bipartit graf.

En fullstandig (komplett) bipartit graf pa (m,n) horn, betecknad kyn , & en bipartit graf med
horn vi,Va,....vim 0Ch W1, Wo, .....W, som uppfyller foljande villkor:

For alai, k=1,2,...m och for allaj, 1=1,2,...n, géller att det finns en kant fran varje horn v till
w;. | bild 3.4 nedan illustreras ko3 [8].

q :
b d
8

Bild 3.4

3.3 Eulerskagrafer

Vad som &r intresserant i en Eulersk graf &r att hitta en vag dar det gér att "promenera’ langs
ala kanter endast en gdng. Om promenaden slutar i samma horn som den péborjades i, d& har
grafen en Eulersk cykel och kallas darmed for Eulersk graf. En Eulersk graf innehdller altsa
en Eulersk cykel. Om promenaden daremot inte Slutar i samma horn som den borjade ifran,
utan slutar i ett horn skild frén den forsta sa ar det en Eulersk tur (trail).

Sats 2: En graf har en Eulersk cykel om och endast on:
Grafen ar sammanhéangande.
Alla hérn har jamna grader.

Foljdsats 2: En sammanhangande graf &r Eulersk om och endast om dess kanter kan delas
upp i digunkta cykler.

Foljdsats 3: En sammanhéngande graf har en Eulertur om och endast om det inte finns fler
an tva horn med udda grader.

Sats 1 kan appliceras for att visa att en graf har en Eulercykel, eftersom att,om det finns en
Eulercykd i en graf, s méste varje hdrn av grafen ha jamna grader. Med andra ord om det

finns horn av udda grader i grafen sa kan det inte finnas en Eulercykel. Racker det om varje
horn i grafen & av jdmn grad? Betrakta foljande icke-sammanhangande graf.

w7 w3
w1l wd

Bild 3.5
Allahdrni grafeni Bild 3.5 & av jamna grader, men det finns ingen Eulercykel.
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3.4 Hamiltonska grafer

Sir William Rowan Hamiltonutsags till ” Astronomer Royal of Ireland” vid tjugotva ars alder,
adlades vid trettio, och var en ledande matematiker pa sin tid. Forutom sina stora upptackter
inom algebra sd & han aven kand som uppfinnaren av "The Travellers Dodecahedron” (Den
resandes dodekaeder) aven ként som"A Voyage Arond the World" (En resa runt vérlden).

Dodekaeder-spelet kommer fran ett grekiskt ord som betyder tolvsiding. Hornen pa
tolvsidingen (tjugo stycken) var mérkta med namn pa viktiga stader som Bryssel, Canton,
Dehli och sa vidare, och slutade med Zanzibar. Varje horn hade ocksa en kort pinne runt
vilken man kunde linda ett snére. Maet for spelet var att ta ett snére och linda det runt
tolvhdrningen (man fick endast folja kanterna) sa att man passerade varje stad precis en gang
(och darmed startade och slutade i samma stad.) En sadan resa kallades en "Resa jorden runt".

Bilden 3.6

Exempel 1 (med beteckningar fran bild 3.6):
CDMNPQZXHJVWRSTL K FGB och dutligen C, visar en Hamiltoncykel.

Bild 3.7: Ikosaederspel et

Definition 6: Lat G=(V,E) vara en graf med |V|=3, dd har G en Hamiltoncykel om det finns
en cykel i G sombestar av varjehorni V.

En intressant egenskap for en graf & om den har en Hamiltoncykel eler inte. Det &r |&tt att tro
att det ar enkelt att avgora med tanke pa att enda skillnaden mellan en Eulercykel och en
Hamiltoncykel tycks vara att man i princip byter ut villkoret att ga 6ver varje kant precis en
gang mot att ga genom varje horn precis en gang. Tyvarr verkar det vara betydligt svarare att
hitta enkla kriterier som avgdr om en graf har en Hamiltoncykel. Det finns kriterier som
garanterar att de finns en Hamiltoncykel i en graf, men tyvarr finns det grafer som inte
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uppfyller dessa kriterier men anda har en Hamiltoncykel, alltsa tillrackliga men g nodvandiga
kriterier. Det finns dock satser som kan visa om vissa typer av grafer har Hamiltonska cykler
och hér introduceras tva av de viktigaste.

Sats 4(Ore sats): Betrakta grafen G=(V,E) dar |V| = 3. Omdeg (x) + deg(y) = |V| for alla
icke- narliggande(grannar) x,y ? V da har G en Hamiltonsk cykel.

Bevis: For beviset seref.[19]

Foljdsats 5: Betrakta en graf G=(V,E) dar |V|= 3. Om deg(v)= V/2 for varje horn v, har G en
Hamiltonsk cykel.

Exempel:
Betrakta bild 3.8. Om G & grafen i bilden, sa bildar kanterna {a, b}, {b, ¢}, {c, f}, {f, &, {e,
d}, {d, g}, {g, h}, {h, i} en Hamiltontur. Men har G en Hamiltoncykel?

g b
@ @
d b

k

b

o @

Bild 3.8

Eftersom G har nio horn maste en Hamiltoncykel i G innehdlla nio kanter. Borjai hérn b for
att forsoka bilda en Hamiltoncykel. Fran b kan bade ¢ ocha nas. Pa grund av symmetrin i
grafen spelar det ingen roll vilken hérn som vajs. Valj horn c. Aterigen gér det att vélja
antigen horn f eller i. Valet denna gang faller pa horn f vilket betyder att kant {c, i} tas bort
fran mojliga promenadvégar eftersom ¢ redan har passerats en gang. Resonemanget blir det
likartade om horni véljs. For att inkludera horn i i cykelturen blir farden fréan f mot i. Med
kanterna {c, f}{f, i} i cykelturen gar det inte att ha kanten {e, f} i cykeln. Om féarden tar sin
vag mot e blir den fast och kan inte ga vidare och darmed finns det ingen Hamiltoncykel i den
hér grafen.

Om en graf G har en Hamiltoncykel, sd har G en subgraf (delgraf) H med fdljande egenskaper
[10]:

Varje hérn hos H har graden 2.

H har samma antal kanter som horn.

H & sammanhangande.

H innefattar alla hérn hos G.

El N

4 Matematisk beskrivning pa springarproblemet

Springarensfard pa ett schackbrade (n x m da m=n) kan illustreras med en graf eler
"springargraf”. En sadan kan definieras som grafen G=(V,E) dar

v={(i , j )|1=i =n, 1= =n}

och

EX{(Ci 7)), Ck, )yl i-kJ| ., j-11) =12-éler
(21)}
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4.1

| denna graf finns ett horn for varje ruta av brédet och en kant mellan tva hérn da springaren
kan forflytta sig frn den ena rutan till den andra. Springargrafen for fallet n=m har n? hérn
och 4rf- 12n +8 kanter [6].

Ett springarcykelproblem kan definieras som en delméangd av Hamiltoncykel problematiken
och ett springarturproblem kan definieras till  Hamiltonturproblemet.  Eftersom
Hamiltoncykel problemet &r ett NP-komplett problem &r springarcykel problemet ocksa ett NP-
komplett problem.

Problem 1: Visa att problemet att hitta en springarcykel pa ett n x m bréde & ekvivalent med
att hitta en Hamiltoncykel i motsvarande graf.

Lésning: | en Hamiltoncykel, behéver man besoka varje hdrn i grafen G precis en gang och
att man bestker varje kant en gang och endast en gang och aerkommer till startpunkten &r
altsd en cykel. Det & viktigt att notera att ala kanter inte behGver utnyttjas i en
Hamiltoncykel. Det & precis denna cykel som gors da springaren forflyttar sig (L- drag) pa
bradet och besoker varje ruta och atervander till startpunkten [13].

K ombinatoriska metoder appliceras generellt for att hitta Hamiltoncykler i en graf [2,10] dock
& detta inte tillampbar pa storre grafer. Da det galler springarproblemet har det utvecklats
olika algoritmer for att forsoka |0sa problemet. Backtracking-algoritmen hittar 10sningar men
den & langsam och tidskravande. En algoritm som passar (se 2.2) va nar det gdller att hitta
springarturer och dérmed Hamiltonturer & Warnsdorffs metod.

Tillampning av Warnsdorffs metod

Metoden tilldmpas pa en springargraf genom att verifiera graden av varje nasta majliga horn
(springarensdrag) och vdja ut det horn (ruta) som har lagsta graden. Hérn med l&gsta grad
ligger i riskzon for isolering och darmed &r det viktigt att anvanda dessa hoérn innan isolation
intréffar. Det som gor metoden tidskrévande & att om alla eller manga horn har samma grad
gar agoritmen vidare ner till "barnhorn” for att kunna hitta lagsta grad mellan ala dessa
”barnhorn” osv. Ett barnhorn av ett horn, &r ett horn som inte har besokts och kan nas med en
enkel forflytning fran givet horn. Som det namndes i avsnitt 2.2 duger metoden for mindre
bréden men att den blir svérare att applicera for storre braden. Bild 4.1 visar ett praktiskt
exempel pa denna metod for ett 3 x 3 braden. | bilderna 4.1 och 4.2 har standardbeteckningar
for rutor pa schackbraden anvants.
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Bild4.1

Varje horn i grafen G i bilden motsvarar en ruta pa 3 x 3 brédet. Det finns ett isolerat horn
(b,2) och sdledes finns ingen Hamiltoncykel.

Nér det géller ett brade med 4 x 4 rutor som 16 hérn och 24 kanter blir problemet lite mer
komplicerat.

18



Bild 4.2

Aven hér finns det ingen Hamiltoncykel. Det & bara horn (a,1), (a,4), (d,1) och (d,4) som har
graden 2. Motsatta hdrn har samma grannar. Det & (b,3) och (c,2) for (a,1) och (d,4), och det
ar (b,2) och (c,3) for (a4) och (d,1). Om (a,1) varken &r start eller andpunkt av Hamiltonturen
d& maste det vara omgardat av (b,3) och (c,2). Det ssmma gdller for (d,4) eftersom (a,1), (b,3),
(c,2) och (d,4) maste varaforsta éller sistahtrn i turen.

Detsamma géller for (a4), (b,2), (c,3) och (d,1). Eftersom de andra étta hérnen maste vara
forenade genom Hamiltonturen. Det & omdjligt eftersom grafen inte & sammanhangande.
Nummerordningen pa bild 4.3 visar fardvagen pa grafenii bild 4.2.
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1 2 3 4
a 1 14 7 10
b 8 11 4 13
c 15 2 9 6
d 5 12 3
Bild 4.3

Det forsta bradet som har en tur & 5 x 5 brédet. Det finns vissa tillfallen da Warnsdorffs regel
inte lyckats att hitta Hamiltonturer trots att dessa existerar. Ett typexempel pa detta fall
illustreras i nedanstéende exempel, bild 4.4.

Bild4.4

X @ dtartpunkten i denna graf. Enligt Warnsdorffs regel, borde hoérn 9 véljas vilket gor
Hamiltontur omdjlig i grafen.

Ingo Wegener och hans kompanjoner i “Solution of the Knight's Hamiltonian Path Problem
on Chessboards’[22] forsokte forbattra Warnsdorffs metod genom att dela upp stérre braden
till mindre bréden for vilka finns k&nda turer. Det fanns mdjligheter att forbéttra Warnsdorffs
regler s att den misslyckades mer sdllan. Forbéttringen var fordagen av Arnd Roth [15] i
hans "Mathematica notebook”. Hans férdag gjorde att algoritmen klarade upp till 428 x 428
bréaden.
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4.2 Finns det nagra generella regler for en springarcykel?

| sin studie bestdmmer Schwenk [20] for vilka varden pa n och m cykler inte kan existera.
Cull och De Curtins [21] visadei sin tur existensen av cykler for de flesta varden pa n och m.
Resultatet av dessa studie kan sammanfattas sa har:

Paett n x m brade 1<n =m, finns en springarcykel om féljande villkor & uppfyllda:
nm & jamn
varkennélerm =1, 2, 4
n=3 och m=10

En springartur existerar for n x m bréde d&r m = n =5.

Schwenk, Cull och De Curtins anvande sig av induktionsbevis ndr det galler existens av turer
och cykler. De presenterade en mangd av turer eller cykler for specifika mindren braden.
Genom att sétta ihop dessa mindre bréaden kunde de presentera sin |6sning for storre braden.
Vidare visas i” Solution of the knight’s Hamilton path problem on chessboard” [22] att det
finns springarturer for alan x n da n = 5. For samma bréde visas aven att det finns
Hamiltoncykler ddn = 6 och n & jamn. | resten av detta avsnitt gir jag genom tre lemman
som styrker nagra av ovan namnda regler.

Lemma 1: En springarens drag pa ett schackbrade maste véxla mellan svarta och vita rutor.

Bevis: Betrakta en godtycklig ruta pa schackbrédet som (i, j) dar =i =noch1=j=m. Vi
séger att pariteten av rutan & jamn om (i +j) mod 2=0 och udda om (i+ j) mod 2 =1. Allarutor
med samma férg har samma paritet(alla vita rutor & jamna och alla svarta rutor & udda).

Om springaren startar sin fard fran (i, j) med paritet p=(i + j) mod 2, & nasta position for
pjasen pa bradet efter ett drag (i +{1,2}, ] + {2,1}) och nasta paritet blir g =(i +j +{1,3}) mod
2. p?q vilket visar att springaren vaxlar paritet for varje drag och darmed aven férg [27].

Lemma 2: Om antalet rutor pan x m bradet & udda sa finns det inga springarcykler.

Bevis: Beviset fdljer fran lemma 1. For att komma till startpunkten maste springaren
genomkorsa ett jamnt antal svarta och vita rutor och darmed maste totala antalet rutor vara
jamnt.

Lemma 3: Springargrafen G &r bipartit. Innefattar 32 vita rutor och 32 svarta rutor pa ett
schackbrade.

Bevis: Varje drag forenar en vit ruta och en svart ruta, se Lemmal[27].
Sats 1: Ett 4 x m brade kan inte ha en cyke for ndgot varde pa m.
Bevis: Anta att en cykel C existerar for ett 4 x m bréde. Partitionera bradets rutor pa tva

mangder, X och Y. De dversta och nedersta raderna & mangden X och de tva mittraderna &
mangden Y. Fran en rutai méngden X kan springaren bara nd en rutai mangden Y (bild 4.5)

[27].
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4.3

Bild 4.5: Grétt i bilden visar méngden X och vitt visar mangden Y.

| cykel C sker varje forflytning till en ruta i mangden X fran en ruta tillhérande méangden Y
och vice versa. Eftersom [X | = |Y], maste cykeln pendla mellan méangden X och Y. Enligt
lemma 1 maste springarens forflyttning véaxla mellan en svart och en vit ruta. Detta medfor att
ala rutor méngden X maste ha samma farg. Om man startar i en vit ruta pa kanten kan man
adrig kommattill en svart ruta pa kanten. Men fran partitionen fran bradet & det uppenbart att
bada mangder innehdller bade vita och svarta rutor. Detta & en motsagelsefullt och visar
darfor att det inte existerar cykler C fér 4 x m.

Gar det att rakna alla springarcykler for ett n x m brade?

Problemet med att hitta ala springarturer och springarcykler vaxer nér bréadet blir storre. For
de stora bradena krévs effektiva algoritmer och kraftfulla datorer. Maximalt antal fardvagar
som maste provas for att hitta springarturer & mycket stérre an det faktiska antalet
springarturer eftersom springaren i manga fal kor fast i en aervandsgrand innan den korsar
hela bradet. Genom att rékna antalet tillgangliga rutor fran varje ruta och multiplicera dem
med varandra fas maximalt antal rutor som kan leda till turer. Men detta inkluderar &ven ala
mojliga rutor som kan leda till en tervandsgrand for att fa forstaelse for hur stort problemet &
kan resonemanget i exempel 1 varatill hjalp.

Exempel 1: Springaren borjar sin fard fran rutan hogst upp till vanster pa bradet. Fran denna
ruta finns tva tillgangliga rutor, vilket medfor tva majliga turer. Vaj en av dessa rutor. Och nu
finns fem nya tillgangliga rutor som springaren kan vélja osv. Det totala antalet turer eller
réttare sagt fardvagar kan fas genom att multiplicera antalet tillgangligarutor, alltsd2* 5* ..
Eftersom springaren bestker varje ruta endast en gang & det kanske samma sak om man
multiplicerar antalet efterfoljande rutor (barnruta/lbarnhorn) pa brédet. Mot detta kan
argumenteras att man maste minska alla faktorer med 1 eftersom springaren altid kommer
fran en av dessa rutor men eftersom turen kan borja fran vilken ruta som helst pa bradet kan
varje ruta vara just den forsta.

Bilden 4.6 visar antalet fardvagar for varje rutai ett 5 x 5 bréde och bilden 4.7 fér ett 6 x 6
brade. Av bilderna framgér att om brédet vaxer, vaxer d&ven omradet i mitten och fylls pa med
fler rutor av grad 8 ( barnruta/lbarnhorn) medan kanterna fylls pa med fler rutor av grad 4.

2 3 4 3 2

3 4 6 4 3

4 6 8 6 4

3 4 6 4 3

2 3 4 3 2
Bild 4.6

2 3 4 4 3 2

3 4 6 6 4 3
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4.4

N W Db
N W~ b

6 8 8 6
6 8 8 6
4 6 6 4
3 4 4 3
Bild 4.7
Aven om resonemanget i exempel 1ger en grov uppskattning pa majliga fardvagar, ger det en
uppfattning om hur snabbt antalet mdjliga fardvagar, som maste provas for att hitta
springarturer/cykler, vaxer nar bradet blir storre. Ernesto Mordecki [1] visar i Sitt arbete att det
totala antalet l6sningar, betecknat S for springarcykel & delbart med 8 och ger en grov

ovregrans pa denna kvantitet.

|.Wegener och L06bbing(1996) raknas antalet springarturer till 33 439 123484 294 pa 8 x 8
bradet [5]. Ar 2000 instdmmer Wegener [23] med B.D McKey [24] att antalet springarturer &
13 267 364 410 532 vilket forefaller vara den korrekta siffran.

B.D McKey gjorde ingen skillnad mellan "cykler” och "turer” och inte heller mellan deras
riktningar. Han utgick ifran den vanstra grafen i bild 4.8. Pa den hogra sidan i bilden har han
delat upp cykel i tva grafer och tagit bort kopplingen mellan dessa fran mittlinjen. Mer
generellt har uttrycket nedre och 6vre halvans tur anvants for att visa en mangd av horn-
osammanhangande turer vars hérnmangd finns i den nedre och 6vre halvan av bréadet, vars
kanter & springarens rorelser, och vars andpunkter & av grad 3 och 4.

Han definierade turstrukturen av en halv- tur som den mangd av é@ndpunktspar som turen
innefattar. Med hj&lp av Backtracking hittade han alla turstrukturer i halvorna, vilken uppgick
till 7934470 olika turstrukturer i varje halva. Sista steget var att matcha ala dess tur-
strukturspar i varje halva mot varandra.

- RN Yy o IR\ Y - Pyi
¥ R T | ST N
TS S NAD
TS VY| RN
5 g%a/;(x </<\g 5 - = P -
¢ sk Srand ) : ; ;
| 3%/? AR SN
RAEA RNES

L | AN T P

Bild 4.8

Cligue och Cocliques

Fragan & vad & cocliques pa springargrafen G och hur manga icke-attackerande springare
k(8) kan det finnas pa 8 x8 bradet [12]?
Problem 2: Visaatt grafen G pan x m bréde, dar n och m &r positiva heltal, &r bipartit.
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L6sning: Selemma 3i avsnitt 4.2

L&t oss atergatill fragan i borjan av detta avsnitt. Grafen G &r bipartit och darmed &r svaret 32
springare, vilket framgar av bilden 4.9 [14].

[ T O < = =

Bild 4.9

64 rutor kan partitioneras till 32 par var, enligt springarens drag. Varje par av rutor kan
innehdlla hogst en springare. Bild 4.10 visar hur springaren técker hela brédet (Coclique).

AAAAAAAA|

A4AAAA44

N W & M 3 o~ DO

A2AA2AAAA

a b ¢ d e f g h
Bild 4.10

Finns det da nagon generell metod for att rékna antalet icke-attackerande springare k(n) panxn
braden? Ja, det gér det (Madachy 1979 [18]). Generellt géller:

K (n)=(r’+1)/2 n>1 udda
K (n)=r¢/2 n>2 jamn

En Clique pa G & bara en mangd av parvis (ala par av horn) forsvarande eller attackerande
springare. Det kan inte bli mer &n tva springare eftersom G ar bipartit.

En annan klassik fraga i detta sammanhang & vilket som & det minsta antal springare som
kravs for att antigen tacka (ockupera) eller forsvaravarje rutai 8 x 8 braden. Bilden 4.11 visar
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hur 12 springare técker allaicke ockuperade rutor (kallad domination number ) [14]. Svaret pa
denna fréga for godtyckligt stort brade & inte kénd men [Gsningar for braden upp till 15 x 15
storlek & kadnda sedan 1918.

Frégar man sig istéllet om antalet springare som forsvara varje ruta, oavsett om den ockuperat
eller inte pa 8 x 8 i braden, & svaret inte langre 12 utan 14. Pa ett n x m brade behtvs minst
(m*n)/8 springare eftersom en springare attackerar hdgst 8 rutor [14].

[ < 1 = - -

Bild 4.11

5 Sammanfattning

Anda sedan schackspelet uppfanns i Indien for cirka 1500 & sedan har spelet underhdlit och
fascinerat manniskor véarlden dver, pjasernas rorelser pa bradet, taktik och planering av varje
drag, brédets enkelhet och spelets odndliga utmaningar. De flesta matematiska studier och
forskningar om schack har gjorts i syfte att soka sifferhemligheterna hos schackbréadet och
schackpjasernas rorelser. Det gors aven andra matematiska studier inom detta omrade. Tva
fragor som brukar stéllasi detta sammanhang &r,

Hur manga pjaser av en given typ kan placeras pa ett schackbrade utan att de attackerar
varandra?

Vad ar minsta antalet pjaser som kréavs for att tacka eller attackera alla rutorna pa ett brade?
Icke-attackerande torn, icke-attackerande kungar, icke-attackerande springare och atta damer
& sadana problem som tillhor denna kategorifraga. Ett annat problem som har intresserat
matematiker &r springarproblemet. Problemet & gammalt och behandlades redan av Leonard
Euler (1707-83). Fragan & om springaren kan ta sig runt bradet och déarvid besoka varje ruta
en och endast en gang. Och om det finns en s&dan tur, kommer genast foljdfragan hur manga
olika sédana turer det finns.

Det finns tva varianter av springarproblemet. Den forsta varianten & att finna en tur dar
springaren besoker ala rutorna endast en gang. Denna tur kallas springartur. Den andra
varianten av springarproblemet &r att finna en cykel som tacker alla rutor pa bradet och dven
héar besoks ala rutor endast en gang. Med cykel menas att pjasen kommer tillbaka till
utgangspunkten, eller om startrutan & ndbar fran sista rutan i farden. Denna varianten kallas
for springarcykel och &r intressant for att den & en delmangd av Hamiltoncykel problemet
som tillhdr kategorin NP-kompl etta problem.

Kombinatoriska metoder appliceras generellt for att hitta Hamiltoncykler i en graf. Dock &r
detta inte tillampbart pa storre grafer. Vad gdler springarproblemet har det utvecklats olika
algoritmer for att 10sa problemet. Backtracking-algoritmen hittar l6sningar men den &r
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langsam och tidskréavande. Warnsdorffs regel & en annan agoritm som appliceras i detta
sammanhang.

Det finns generellaregler for vilka n x m bréden det finns springarcykler och springarturer pa
men att hitta alla de turer/cykler och rékna dem &r inte det lattast da bradet blir stérre. Det
kravs effektiva algoritmer och kraftfulla datorer. Till exempel har B.D McKay rdknat antalet
springarturer till 13 267 364 410 532. Han gjorde ingen skillnad mellan ”cykel” och "turer”
och inte heller mellan deras riktningar. Ernesto Mordecki har i sin uppsats forsokt ge en
Overbegrénsning for antalet springarcykler.

I cke-attackerande springare (Cocliques) och forsvarande eller attackerande springare (Clique)
& ocksa intressanta ur grafteorins perspektiv eftersom grafen pa G pa n x m bréde, déar n och
m & positiva heltal, &r bipartit.
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